6.Метод простой итерации. 
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Решим систему Ах=В (1), А=
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 х= В=
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 пусть аij ≠ 0 тогда Х1=β1+£12Х2+£13Х3+…+£1nХn.  Хn= βn+£n1Х1+£n2Х2+ …+£nn-1An-1, где βi=вi/Aii £ij=Aij/Aii Х=β+£х – эту систему будем наз. методом последовательных приближений. За 0-е приближение можно взять столбец свобод. членов Х0=β, тогда Х1=β+£, Х1 – 1-ое прибл. Если посл-ть х0,х1… имеет предел, то этим пределом будет решение сис. т.е. Хk=∑(i=1 до n) £*Xi(K-1) +βi. Дост. услов. сходим. 1) ∑(от i=1 до n)|Aij|<1 для люб.Y 2) ∑(от j=1 до n) |Aij|<1 для любого i Следствие: для сист. метод итер. сходит. если все модули диагонал. коэффициентов для каждого Ур-ия >, суммы модулей всех остал. коэффиц. |Aii|<∑(i ≠ j)|Aij|.
7.Метод Зейделя. 

Основная идея: при вычислении (К+1)-го приближения неизвестной Хi учитываются уже вычисленные ранее (К+1)-е приближение х1,х2,… Пусть дана приведенная лин. система Хi=βi+(∑ от j=1 до n)£ij*xiK Предпол. что К-е приближ. известны тогда (К+1) имеет вид Xn(K+1)=βn+(∑ отj=1 до n-1) £niXj(K+1) + £nnXn(K). Достаточное условие: 1) ∑(от i=1 до n)|Aij|<1 для любого y 2) ∑(от j=1 до n)|Aij|<1 для любого i Следствие: для сист. метод итер. сходит. если все модули диагонал. коэффициентов для каждого Ур-ия >, суммы модулей всех остал. коэффиц. |Aii| <(i≠j)|Aij|.
10. Метод хорд
Пусть дана ф-ция F(x) = 0 на [a, b], причем F(a)*F(b) < 0. Для определенности предпол., что F(a)<0 а F(b)>0, тогда поделим отрезок [a,b] на F(a)/F(b). (x-a)/(b-a)=(y-f(a))/(f(b)-f(a)); Допустим X=X1, y=0; X1=a – (f(a) / (f(b)-f(a)))*(b-a) по этой ф-ле можно записать итерац. процесс X1=a+h, где h1=-f(a)/(f(b)-f(a)) Докаж. сходим. итер. процесса будем предполагать, что корень f(x) определен и 
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сохр. знак. на [a,b]. Имеем 2 сл. f(a)>0 и f(a)<0

1)a>0 
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Т.е.1) неподвиж. тот конец , для кот. знак ф-ции совпад. со знаком втор. производ. 2)Послед. приближен. Xn лежат по ту сторон. X*, где f(x) имеет знак противоп знаку ее 2-ой произв. Критерий остановки |Xn+1 - Xn|< ε 

23.Формула_СИМПСОНА (парабола).
∫f(x)dx (рис.). [image: image149.wmf])
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Число разбиен. должно делиться на 4, чтобы можно было вычислить суммы с шагом 2h. Пары интервалов, следующие друг за другом, начиная с первой, будем “накрывать” параболой, проход. через 3 (.)-ки y=A0+A1x+A2x2; (x0,y0), (x1,y1), (x2,y2). Предпол что x0 = 0 => x1 = h, x2 = 2h. Для нахожд. A0,A1,A2 подстав. эти (.)-ки в ур-ие параб. => 

y0 = A0; y1 = A0+A1h+A2h2; y2=A0+2A1h+4A2h2;

Получим, A0 = y0; A1 = (-3y0 + 4y1 - y2)/2h; A2 = (y0 - 2y1 + y2)/2h2

Площадь одного эл-та (зависит от h и значений ф-ции в выбранных
точках) = 
[image: image7.wmf]ò
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Подставл знач-я А0, А1, А2 получ. In=(h/3)*(yn-2 + 4yn-1 + yn);

( In = 
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= (h/3)*[y0 + yn + 2*(y2k + 4*( y2k-1] – ф-ла Симпсона
25. Метод_Эйлера
[image: image150.png]Rais
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y’=f(x,y); y(x0) = y0 - задача Коши. Разобьем ось х на промежут. xi = x0+i*h (рис.) В (.)M0-пров. касател. до пересеч. с прямой х = х1, получим (.)M1. y1 = х1 M1
Через (.) (x1, f(x1, y1)) пров касат до пересечения с прямой x = x2, получим M2 и тд  Получ. Ломаную M0M1M2…  считаем решением.

Аналитически: f(xi,yi) = y’( (yi+1 - yi)/h => yi+1 = yi + h*f(xi,yi)-ф-ла облад. малой точностью.(порядка h2); y(xi+h)=y(xi)+y’(xi)h остал. члены разлож. в ряд Тэйлора (y(x)=y(x0)+y’(x0)(x-x0)+y”(x0)(x-x0)2/2!-поэт. точность порядка h2.
-
17. Формула Лагранжа.
Будем считать данную ф-ию f(x) и полином Qm(x)=a0+a1x+a2x2…+amxm близкими, если они совпадают на заданной системе точек x0,x1,x2…xn. Задача состоит в том, чтобы построить многочлен возможно низшей степени m, принимающий в данных точках известные значения. По основной теореме алгебры можно предположить, что m=n. Исходя из условия задачи, можно записать систему линейных уравнений.
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. Эта система линейная, её можно решать по формуле Крамера (определитель Вандермода): Δ=
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=П(xq-xp) – произведение, где 
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. Исходя из этого, можно выписать интерполяционный многочлен Лагранжа: 
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26.Метод Рунге-Кутта.
Обычно говорят, что метод Р-К явл. Методом 4 и 5 порядка точности, т.е. (h4,h5). Точно вычислить погрешность этого метода затруднительно, т.к. исходя из текущего значения y(xi) вычисляют величину y(xi+2h) 2-мя способами. 1 раз с шагом h, другой с шагом 2h. Если расхождение полученных значений не превышает допустимой погрешности, то шаг выбран правильно и полученное значение можно принять за верное, в противном случае шаг уменьшают в 2 раза. Мы решаем ур-е
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Выбирается шаг h, наносится сетка xi+1=x0+hi. Рассматривают числа k1(i)=h*f(xi,yi); k2(i)=h*f(xi
[image: image15.wmf]±

h/2,yi+k1(i)/2); k3(i)=h*f(xi
[image: image16.wmf]±

h/2,yi+k2(i)/2); k4(i)=h*f(xi
[image: image17.wmf]±

h,yi+k3(i)). Вычисляются знач-я k, соотв-но yi+1=yi+Δyi. Шаг Δ выч-ся т.о., что Δyi=1/6 (k1(i)+ 2k2(i)+ 2k3(i)+ k4(i)). Удобно на каждом шаге записывать таблицу

	i
	x
	y
	k=hf(x,y)
	Δy

	0
	x0
	y0
	k1(0)
	k1(0)

	
	x0+h/2
	y0+k1(0)/2
	k2(0)
	2k2(0)

	
	x0+h/2
	y0+k2(0)/2
	k3(0)
	2k3(0)

	
	x0+h
	y0+k3(0)
	k4(0)
	k4(0)


13. Метод простой итерации решения систем нелинейных уравнений.
. fi (x1, …, xi, …, xn)=0     i=1,2,3, …, n.          (1)
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14. Метод Ньютона решения систем нелинейных уравнений.
Метод Нютона.
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25. Численные методы решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений и систем. Методы Эйлера

Рассмотри дифференциальное уравнение первого порядка
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Теорема. Если функция f(x,u) непрерывно дифференцируема m раз по переменным x,u  на двумерной замкнутой области 
[image: image21.wmf])
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, то всякое решение u(x) уравнения (1), расположенное в , m+1 раз непрерывно дифференцируемо по x.

На основании теоремы судят о гладкости решения уравнения (1).

Пусть для определенности  
[image: image22.wmf]G

является замкнутым прямоугольником:
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Задача Коши. Найти решение u(x) уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию
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где 
[image: image25.wmf]0
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  - заданное число, 
[image: image26.wmf].
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Предположим, что 
[image: image27.wmf])
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 и существует решение u(x) задачи Коши (1), (2), определенное на отрезке  
[image: image28.wmf]]
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a<u(x)<b,       
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Единственность решения задачи Коши вытекает из условия  
[image: image30.wmf])
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. По теореме   
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, причем очевидно
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Приближенное решение задачи Коши (1), (2)  будем искать на конечном множестве точек отрезка  
[image: image33.wmf]]
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, которое называется сеткой. Выберем сетку 
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 - натуральное.

Функция 
[image: image36.wmf]j

, заданная на сетке 
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, называется сеточной функцией. Обозначим 
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. Введем в линейном пространстве сеточных функций норму


[image: image39.wmf])

5

(

.

max

0

j

N

j

h

j

j

£

£

=


Решение u(x) задачи Коши (1), (2) на отрезке 
[image: image40.wmf]]
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  определено, в частности, и на сетке 
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 (полагаем 
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      будем подразумевать норму сеточной функции, совпадающей на   
[image: image44.wmf]h
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 с  u(x).

Метод Эйлера. Приближенное решение у задачи Коши (1), (2) вычисляется на сетке 
[image: image45.wmf]h
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где 
[image: image48.wmf]j
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 - погрешность округлений, в т. ч. погрешность вычисления значений функции f. Будем предполагать, что приближенное решение y тоже находится в прямоугольнике 
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, т. е.  
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Методы Рунге-Кутта  (три метода). 

Метод второго порядка точности
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Формула (8) предсказывает «грубое» значение 
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 и, следовательно,
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При условии, что  
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На основании (10), (11) погрешность ухода 
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12. Метод простой итерации решения нелинейных уравнений.
Решение нелинейных уравнений. Метод простых итераций. Условие сходимости метода. 
Метод последовательных итераций.

Пусть дана система уравнений 
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Запишем систему (1) в матричном виде:

AX=B,                                                                    (2)

где
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Предполагая, что диагональные элементы 
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Обозначим 
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где i=1,2,…,n. Тогда система (3) запишется таким образом:
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Система (3') называется системой, приведенной к нормальному виду. Введя обозначения
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запишем систему (3') в матричной форме:
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Решим систему (4) методом последовательных приближений. За нулевое приближение примем столбец свободных членов:
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- нулевое приближение,

далее, построим матрицы – столбцы
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и т.д.

Вообще, любое (k+1)-е приближение вычисляют по формуле
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Если последовательность приближений 
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11. Метод Ньютона (метод касательных).

f(x)=0.

f(x) 
[image: image117.png]


               
В точке x0 проведем касательную к функции. 

 Ее уравнение имеет следующий вид

                y = f(x0) + (x-x0) f'(x0) = 0

Положив y=0, найдем точку пересечения касательной с осью х.                  x1 = x0 – f(x0)/f ' (x0).

Процесс повторяется с точкой x1 и т.д.

                   xn+1 = xn – f(xn)/f ' (xn)

            Метод Ньютона можно рассматривать как частный случай метода простых итераций.
 φ(x) = x – f(x)/f ' (x)   φ' (x) = f(x)f''(x)/(f ' (x))2.

Метод Ньютона сходится при любом выборе начального приближения, если будет выполняться |f(x) f '' (x)|<(f ' (x))2. Итерации сходятся к корню с той стороны, где f(x) f '' (x)>=0. Если f '' (x)>=0 справа от корня и начальное приближение выбрано справа от корня, то итерации сходятся, причем монотонно. Если  f '' (x)<=0 слева от корня и начальное приближение также выбрано слева от корня, то итерации сходятся, причем монотонно.

Пример. f(x)=x2 – a        xn+1 = xn – (xn2 – a) / 2 xn = ½ (xn+a/xn)

Пример. φ(x) = ½ (x + a/x)      φ'(x) = ½ – a/2x2;    φ'(2) = ½ – a/2 *4 = ½ – a/8

Метод хорд (способ пропорциональных частей).
[image: image118.png]



Заменим функцию f(x) на отрезке [x0, xk] линейной функцией.

               p(x) = f(x0) + (x – x0)/(xk – x0) [f(xk) – f(x0)]

Находим точку, где p(x)=0, обозначим ее х1.

                 x1 = x0 – (f(x) (xk – x0))/(f(xk) – f(x0)).

Строим хорду из х1 в хk, находим х2 и т.д.

                  xn+1 = xn – f(xn) (xk – xn)/(f(xk) – f(xn)).

 Процесс заканчивается ,когда |f(xn)|<ε |xn+1 – xn|< ε

Комбинаторный метод.    Сочетаем два метода. С одного конца к точке х* движемся по методу хорд ,а с другой по методу касательных.
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21.Численное

дифференцирование.
Аппроксимация производных.

Погрешность_ численного

дифференцирования.
Предположим
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16.Линейная и квадратичная интерполяция.
__Метод состоит в том, что заданные точки (xi,yi) i=1,n , соединяются отрезками и функция f(x), приближается ломаной с вершинами в данных точках. Уравнения каждого отрезка ломаной в каждом случае разные. Поскольку имеется n интервалов (xi-1,xi), то для каждого из них в качестве уравнения интерполяционного многочлена используется уравнение прямой, проходящей через две точки. Для любого i-го интервала, лежащего между (xi-1,yi-1) и (xi, yi) уравнение имеет вид: 

отсюда

Следовательно, при использовании линейной интерполяции сначала нужно определить интервал, которому принадлежит значение аргумента x, а затем подставить его в формулу y = aix + bi и найти приближенное значение функции в этой точке. 
__Рассмотрим случай квадратичной интерполяции. В качестве интерполяционной функции на отрезке 

                    принимается квадратный трехчлен. Этот вид интерполяции также называют параболической. 
__Уравнение квадратного трехчлена: 

_Он содержит три неизвестных коэффициента ai,bi, ci. Для их определения необходимы три уравнения. Ими служат условия прохождения параболы через три точки: (xi-1, yi-1), (xi,yi), (xi+1, yi+1). 
Эти условия записываются в виде: 
Решив эту систему упавнений получим значения ai,bi,ci. Интерполяция для любой точки 

проводится по трем ближайшим к ней узлам.

19. Сплайны

Пусть отрезок [a,b] разбит на n равных частей [xi, xi+1], где xi=a+ih, i=0,...,n, xn=b, h=(b-a)/n.

Сплайном называется функция, которая вместе с несколькими производными непрерывна на всем заданном отрезке [a,b], а на каждом частичном отрезке [xi, xi+1] в отдельности является некоторым алгебраи​чес​ким многочленом.

Максимальная по всем частичным отрезкам степень многочленов называется степенью сплайна, а разность между степенью сплайна и порядком наивысшей непрерывной на [a,b] производной - дефектом сплайна.

Определение. Функция Sn,((x) называется сплайном степени n дефекта ( ((-целое число, 0(((n+1) с узлами на сетке ( ((: a=x0< <xi<...<xn=b), если:

а) на каждом отрезке [xi,x i+1] функция Sn,( (x) является многочленом степени n, то есть
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(для целого k>0 через Ck =Ck[a,b] обозначается множество k раз непрерывно дифференцируемых на [a,b] функций).

Данный метод ориентирован на 3-х диагональные матрицы, т. е. отличные от нуля только элементы главной диагонали и элементы над диагональю и под диагональю.

4.Метод_ прогонки
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подставим выражения (3)-(5) в уравнение (1). 

Группируем коэффициенты при
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+

i

x

.


[image: image130.wmf][

]

(

)

[

]

0

)

(

1

1

1

1

=

-

+

-

+

+

-

-

-

+

-

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

f

A

C

A

x

B

C

A

u

u

m

m

m


Это  равенство будет удовлетворяться при любых значениях 
[image: image131.wmf]1
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получим систему относительно коэффициентов 
[image: image133.wmf]i
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Напишем вычислительную формулу (4) для i=0
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сравним полученное выражение с формулой (2)
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Вывод: 
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Запишем вычислительную формулу (2) для i=n-1
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решаем совместно полученные выражения, мы можем найти искомое решение

Вычислительная схема методом прогонки.

1) По формулам (8) и (9) вычисляем начальные значения прогоночных коэффициентов  
[image: image141.wmf]0
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 и
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2) по формулам (6) и (7) последовательно вычисляем прогоночные коэффициенты 
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 (прямой ход метода прогонки).

3) из формулы (10) вычисляем значения n-й компоненты искомого решения

4) (обратный ход прогонки) 

по формуле (4) вычисляем компоненты искомого решения 
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Вычислительная погрешность данного метода оценивается размерами матрицы 
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